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Note novembre 2016 :

Expertisé par M. Anatole Khelif, il résulte que j’ai confondu au point 14 lors du passage à la
déduction, la conjonction au sens du langage avec la conjonction au sens du métalangage.

Énoncé du problème[1] :

Soit la suite (Un) définie sur N, avec n ∈ N et (U0) ∈ N, telle que:

(Un+1) = (Un)/2 si (Un) est pair.
(Un+1) = 3(Un) + 1 si (Un) est impair.

Pour (U0) = 0, quelque soit n : (Un) = 0.
La Conjecture de Syracuse affirme que quelque soit l’entier naturel non nul N choisi pour
(U0), il existe alors un rang j tel que (Uj) = 1.
On dira qu’un entier naturel vérifie la Conjecture de Syracuse s’il vérifie la suite (Un) définie
précédemment.

Introduction :

Ce problème difficile a été étudié par plusieurs mathématiciens, sans aboutir
à une démonstration. Le document[1] de M. Lagarias reprend parfaitement
les premières avancées remarquables ainsi que l’historique du problème. Mon
idée consiste à utiliser la représentation des entiers naturels sous forme binaire
dans le but de travailler via une algèbre de Boole[2] rendant possible l’opérateur
de conjonction[3], de disjonction[4] entre deux nombres binaires. L’opérateur
négation[5] peut également être utilisé. En effet, la représention binaire d’un
nombre entier permet d’identifier très simplement la parité. Un nombre entier
naturel représenté sous forme binaire autre que {0} et {1} commence toujours
par un 1 vers la gauche et finit soit par un 0 situé complètement à droite dans
le cas pair, soit par un 1 dans le cas impair. En travaillant sur l’algèbre de
Boole utilisant les opérateurs de conjonction, de disjonction et négation dans
l’ensemble des variables {0,1}, on arrive à créer les opérateurs arithmétiques
classiques comme la somme et la multiplication sur l’ensemble des entiers na-
turels (l’électronique numérique dispose de différents composants dédiés pour
l’arithmétique des entiers naturels sous forme binaires construits à base de con-
jonction, disjonction et négation)[6]. La division par deux est extrêmement
simplifiée, un registre à décalage[7] suffit (lui même créé à base de conjonction,
de disjonction et négation). En effet, pour diviser par deux un nombre pair en
binaire, il suffit de supprimer le zéro qui est situé complètement à droite. Ces
composants sont les éléments de base du fonctionnement de nos smartphones,
calculatrices numériques ou ordinateurs.
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Méthode :

On note N l’entier naturel différent de {0} et {1} écrit sous sa forme binaire naturel,
composé de k bits, k appartenant à N−{0,1}.
N dispose toujours d’un 1 complètement à gauche de sa représentation en binaire naturel et
se termine complètement à droite soit par 0 dans le cas pair soit par 1 dans le cas impair.
On partitionne l’ensemble des entiers naturels N−{0,1} en blocs composés d’entiers naturels
représentés sous forme binaire naturel à k bits. Ces blocs sont notés [BLOC(k)] [8].
L’entier N sous forme binaire naturel à k bits représente donc un élément de [BLOC(k)].
Lorsque k parcourt N−{0,1}, les [BLOC(k)] mis bout à bout représentent l’ensemble des
entiers naturels dans N−{0,1}.
Je vais démontrer la Conjecture de Syracuse à l’aide d’un raisonnement par récurrence.
La récurrence est portée sur le nombre de bit noté k de l’entier naturel N différent de {0} et
différent de {1} représenté sous forme binaire naturel et vérifiant la suite (Un).

Pour visualiser les séquences de la Conjecture de Syracuse en binaire :
https://www.huerta-network.com/syracuse.php

Texmaker

Définitions et notations :

1. N représente un élément entier naturel différent de {0} et {1} écrit sous la forme binaire
naturel, composé de k bits et présent dans le bloc [BLOC(k)].

2. Le [BLOC(k)] contient 2 puissance k−1 éléments non nuls sous forme binaire à k bits.

3. Voici une représentation du [BLOC(k)] avec k fixé sur N−{0,1} :

10...0000 avec k bits
10...0001
10...0010
10...0011
10...0100
10...0101
10...0110
10...0111

...
11...1110
11...1111
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(h) : Voici l’hypothèse de récurrence qui porte sur k : Tout entier naturel N appartenant à
l’ensemble N−{0,1} avec k bits fixé sur N−{0,1}, présent dans le [BLOC(k)], vérifie la
Conjecture de Syracuse.

(h) : P(k) ⇔ [ Pour tout N élément de N−{0,1} à k bits fixé sur N−{0,1}, N est un élément
du [BLOC(k)] et vérifie la Conjecture de Syracuse].

(h) : P(k) ⇔ [ [BLOC(k)] = [BLOC(k)pair]∪[BLOC(k)impair] avec k bits fixé sur N−{0,1},
vérifie la Conjecture de Syracuse].

Début du raisonnement par récurrence :

4. La propriété P(k) est vérifiée pour k = 2, 3, 4 (voir en fin de papier).

5. On suppose la propriété P(k) vraie pour k fixé sur N−{0,1}.

6. On démontre l’hérédité : P(k) ⇒ P(k+1).

7. Soit k fixé sur N−{0,1} et soit N un élément pair du [BLOC(k)].

N s’écrit sous la forme : N = 1xx...xxx0 avec k bits, vérifie la Conjecture de Syracuse.

N+1 s’écrit sous la forme : N+1 = 1xx...xxx1 avec k bits, vérifie la Conjecture de Syracuse.

Les x pouvant être soit 0 soit 1.

8. La conjonction dans l’algèbre de Boole est notée : ∧

On donne la table de vérité de la conjonction dans l’algèbre de Boole :

0∧0 = 0
0∧1 = 0
1∧0 = 0
1∧1 = 1

9. Table de vérité de la conjonction appliquée sur les entiers naturels non nuls représentés
sous forme binaire naturel traitant le problème :

Ne Vérifie Pas la Conjecture = (NVPC)
Vérifie la Conjecture = (VC)

(NVPC)∧(NVPC) = (NVPC)
(NVPC)∧(VC) = (NVPC)
(VC)∧(NVPC) = (NVPC)
(VC)∧(VC) = (VC)
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10. On réalise une conjonction binaire avec les éléments N et N+1 : [N∧(N+1)]=N

En effet, on pose l’opération et on calcule la conjonction binaire bit à bit :

N 1xx...xxx0 avec k bits.
∧ N+1 ∧ 1xx...xxx1 avec k bits.

———— ————–
N 1xx...xxx0 avec k bits.

(1xx...xxx0)∧(1xx...xxx1) = (1xx...xxx0) avec k bits,
vérifie la Conjecture de Syracuse.

11. On comprend alors que lorsque N parcourt le [BLOC(k)pair] et N+1 parcourant le
[BLOC(k)impair] on a :

[BLOC(k)pair]∧[BLOC(k)impair] = [BLOC(k)pair] avec k bits,
vérifie la Conjecture de Syracuse.

12. On représente [BLOC(k+1)] = [BLOC(k+1)pair]∪[BLOC(k+1)impair]

Comme [BLOC(k+1)pair] est pair, (Un)/2 appliqué une fois au [BLOC(k+1)pair] donne
exactement le [BLOC(k)] qui représente l’hypothèse de récurrence vérifiant la Conjecture de
Syracuse. Par conséquent, on a bien montré que le [BLOC(k+1)pair] avec k+1 bits vérifie la
Conjecture de Syracuse.

13. Soit M un élément pair du [BLOC(k+1)].

M s’écrit sous la forme : M = 1xxx...xxx0 avec k+1 bits,
vérifie la Conjecture de Syracuse.

M+1 s’écrit sous la forme : M+1 = 1xxx...xxx1 avec k+1 bits,
on ne sait pas s’il vérifie la Conjecture de Syracuse.

Les x pouvant être soit 0 soit 1.

14. On réalise une conjonction binaire avec les éléments M et M+1 : [M∧(M+1)]=M

En effet, on pose l’opération et on calcule la conjonction binaire bit à bit :

M 1xxx...xxx0 avec k+1 bits.
∧ M+1 ∧ 1xxx...xxx1 avec k+1 bits.

———— —————–
M 1xxx...xxx0 avec k+1 bits.

(1xxx...xxx0)∧(1xxx...xxx1) = (1xxx...xxx0) avec k+1 bits,
vérifie la Conjecture de Syracuse.

D’après la table de vérité, on est apparemment dans le cas de figure (VC)∧(VC) = (VC)
En effet, la conjonction vérifie la Conjecture de Syracuse si et seulement si les deux éléments
vérifient la Conjecture de Syracuse simultanément.
On en déduit que M+1 = 1xxx...xxx1 avec k+1 bits vérifie la Conjecture de Syracuse.

4



15. On comprend alors que lorsque M parcourt le [BLOC(k+1)pair] et M+1 parcourant le
[BLOC(k+1)impair] on a :

[BLOC(k+1)pair]∧[BLOC(k+1)impair] = [BLOC(k+1)pair] avec k+1 bits,
vérifie la Conjecture de Syracuse.

16. Tout élément du [BLOC(k+1)impair] vérifie donc la Conjecture de Syracuse.

17. On a donc tout élément du [BLOC(k+1)] = [BLOC(k+1)pair]∪[BLOC(k+1)impair]
avec k+1 bits qui vérifie la Conjecture de Syracuse.

18. Finalement d’après l’hypothèse de récurrence :

[BLOC(k)] = [BLOC(k)pair]∪[BLOC(k)impair] supposée vraie.

On obtient :

[BLOC(k+1)] = [BLOC(k+1)pair]∪[BLOC(k+1)impair] vrai.

On a bien montré que : P(k) ⇒ P(k+1).

Conclusion : La propriété est vraie pour P(2), P(3), P(4) et est héréditaire, elle est donc vraie
pour tout k appartenant à N−{0,1}.

Fin de la récurrence.

Pour tout k appartenant à N−{0,1}, le [BLOC(k)] vérifie la Conjecture de Syracuse, lorsque
k parcourt N−{0,1}, les [BLOC(k)] mis bout à bout représentent les entiers naturels
vérifiant la Conjecture de Syracuse sur N−{0,1}.
La Conjecture de Syracuse est donc vérifiée sur N−{0,1}.
D’autre part, puisque la Conjecture de Syracuse est vérifiée pour N = 0 et que pour N = 1
la suite (Un) donne 4 - 2 - 1, on a montré que la Conjecture de Syracuse est vérifiée sur N.

La Conjecture de Syracuse est ainsi démontrée. �

19. Théorème :

Soit la suite (Un) définie sur N, avec n ∈ N et (U0) ∈ N, telle que:

(Un+1) = (Un)/2 si (Un) est pair.
(Un+1) = 3(Un) + 1 si (Un) est impair.

Pour (U0) = 0, quelque soit n : (Un) = 0.
Quelque soit l’entier naturel non nul N choisi pour (U0), il existe un rang j tel que (Uj) = 1.
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20. Vérification des BLOC(2), BLOC(3), BLOC(4) :

BLOC(2): 2-1

BLOC(2): 3-10-5-16-8-4-2-1

BLOC(3): 4-2-1

BLOC(3): 5-16-8-4-2-1

BLOC(3): 6-3-10-5-16-8-4-2-1

BLOC(3): 7-22-11-34-17-52-26-13-40-20-10-5-16-8-4-2-1

BLOC(4): 8-4-2-1

BLOC(4): 9-28-14-7-22-11-34-17-52-26-13-40-20-10-5-16-8-4-2-1

BLOC(4): 10-5-16-8-4-2-1

BLOC(4): 11-34-17-52-26-13-40-20-10-5-16-8-4-2-1

BLOC(4): 12-6-3-10-5-16-8-4-2-1

BLOC(4): 13-40-20-10-5-16-8-4-2-1

BLOC(4): 14-7-22-11-34-17-52-26-13-40-20-10-5-16-8-4-2-1

BLOC(4): 15-46-23-70-35-106-53-160-80-40-20-10-5-16-8-4-2-1

21. Conclusion :

P(2), P(3), P(4), vérifient la Conjecture de Syracuse.
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